Tapac baHax: OcHoBU reomeTpii
NekKuia 7: leomeTpia TapcbKoro
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OcHoBu leomerTpii
UMM € €BKNIA0BA reomeTpia | AKe 1l micue

B CY4aCHIM TEOPETUKO-MHOXMHHIN Napaaurmi
MATEMATUYHUX CTPYKTYP bypbaki?




AKCIOMaTUKa TapCbKoro

Anbdpepn Tapcbkui (npu HapoaKeHHi Teitelbaum) —
BM3HAYHWUMN NMONbCbKO-aMEPUKAHCbKUIN NOTIK | MaTeEMATUK,
4yneH BaplaBCcbKoOl MaTeMaTUYHOI LWKOAN

Ta J/IbBiBCbKO-BapluaBcbKoi WwWKoau noriku (1895 — 1939),
3aCHOBAHOI NbBIBCbKMM Npodecopom Kasimipom
TBapaoBcbkuM (npomoTtopom CtedaHa baHaxa).

TapCbKU BBAXKAETLCA OAHUM i3 4-X HAMBUAATHILLINX
NOriKiB ycCix yaciB, nopaa 3 Apictotenem, Ppere Ta
fenenem.

Buknagaroum ocHoBu reomeTpil y Bapwascbkomy
yHiBepcuTeTi B 1926/27 poKax, TapCbKUN CTBOPUB
CBOO aKCIOMATUKY reomeTpil, AKa BBAXKAETbCA
HaMeKOHOMHIWo. Came BOHA BUKOPUCTOBYETLCA
B CYy4aCHMX CUCTeMaxX aBTOMaTU30BaHUX AOBeaeHb
Tnny Coq um Lean.

Alfred Tarski
(1901 — 1983)



J1bBiBCbKO-BapLlaBCbKa PiNOCOPCHKA LLKOMA

3aCHOBHMKOM N1bBiBCbKOI-BapLLaBCbKOI $iN0CODCHbKOI LKOAU
bys Kasmmmnp TBapaoBCbKUI, BUXOBaHeLb BigeHCbKOI
dinocodpCcbKOi WKOAU, AKUMI NoYaB npauoBaTh y JIbBiBCbKOMY
YHiBepcuTteTi B 1895 poui.

Sale wyktadowe zastat prawie puste. Kilku znajomych (...), kilku
smielszych stuchaczy obcych zaglgdato troche z grzecznosci, a troche
przez ciekawosc, jak wyglgda i jak wyktada mtody profesor. Zwolna
sala sie zapetniac zaczefa i niedtugo miejsc w niej brakfo, a z czasem
wykftady przeniesc trzeba byto poza mury Uniwersytetu, bozadna z sal
Wszechnicynie mogfa pomiescic stuchaczy,ktorzy juz wczesnym

rankiem spieszyli obsadzi¢ miejsca (Witwicki, 1920, s. 11).

Kazimierz Twardowski
(1866-1938)



J1bBiBCbKO-BapLlaBCbKa PiNOCOPCHKA LLKOMA

Jednym z zatozen metodologicznych szkoty byto, by filozof oprdocz samej
filozofii wyksztatcony byt w jeszcze innej dyscyplinie szczegdétowej.

Wychowywat Twardowski przede wszystkim przez przyktad wtasnego
postepowania i przez konsekwentne i nieubtagane egzekwowanie od
stuchaczy stownosci, punktualnosci, obowigzkowosci, i systematycznosci.
Byt na tym punkcie nieubtagany. Studenta, ktéry sie spdznit na wyktad, w
sposdb bardzo stanowczy wypraszat z sali. Studenta, ktory bez

usprawiedliwienia opuscit 2 lub 3 posiedzenia seminarium, skreslat z listy.

Sam nigdy sie nie spdzniat, nigdy bez koniecznej przyczyny nie opuszczat
zadnego wyktadu czy zebrania, byt systematyczny az do pedanterii, kazda
godzina dnia miata swoje przeznaczenie.
Autor: Kazimierz Ajdukiewicz, Pozanaukowa dziatalnosc¢ Kazimierza
Twardowskiego, ,,Ruch Filozoficzny”, t. XIX, nr 1-2, s. 32-33.

Moruna TBapaoBCbKOro
Ha J/InyakiBcbKOMmy LBUHTAPI


https://pl.wikiquote.org/wiki/Kazimierz_Ajdukiewicz
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CTpyKTYpU TapCbKOro

O3Ha4yeHHA: CTpyKTypoto TapCbKOro Ha3MBAETLCA MaTeMaTMYHA CTPYKTYpa (X, (B, E)),
LLLO CKNAAa€ETbCA 3 MHOXUHN X, enemMeHTU AKOI Ha3nBaloTb «KTOYKaMM», Ta ABOX
BisHoweHb B € X3 1a E C X? X X?, wWo Ha3nBaloTbCA BiAHOWEHHAMM

«nexatm mixk» (betweenness) Ta «eKBiAUCTAHTHOCTI» ab0O «KOHI'PYEHTHOCTIY.

3 TOYKW 30pY NOTIKK, Ui BiAHOLWEHHA BBAXalOTbCA HEO3HAYYBaHUMM MOHATTAMMN,
TaK CaMO fAK | TOYKMU.

Ana TPbOX TOYOK X, V, Z nniiemo Bxyz, i Kaykemo, Wo y NeXUTb MiXK TOYKamMM X Ta Z,
akwo (x,y,z) € B.

[nAa 4oTMPbLOX TOUOK a, b, X, Yy nNwemMo ab = Xy i Ka*Kemo, WO BiACTaHb MiXK TOYKaMMU
a i b piBHa Biggani Mmixk x i y, AKLLO ((a, b), (u, v)) € E.

Mpuknan: KoxkeH HopMmoBaHUM npocTip, 3okpema R™, mae KaHOHIYHY cTPYKTYpYy TapcbKoro.
[eOMEeTPUYHUI NPOCTIP, B AKOMY MU XKUBEMO TEK MaAE KAHOHIYHY CTPYKTYPY TapCbKoro.




|30MOpPPi3mu CTPYKTYP TapCbKOro

O3HaueHHsA: 130popmiamom cTpyKTyp TapcbKoro (X, (By, EX)) i (Y, (By, Ey))
Ha3MBAETbCA A0BiNbHaA bieKuia [: X — Y, wo 36epirae CTPyKTypy B TOMY CEHCI, WO

*Vx,y,z€X (x,9,2) €Bx & (f(x), f(),f(2)) € By;
*Va,b,x,y € X ((a,b),(x,y)) € Ex & ((f (@), f(B)), (f(x), f (y))) € Ey.

lMpobnema 1: OxapaKTepmlyBaTh CTPYKTYPU TapCbKoro, AKi i3oMmopdHi
eBknigosomy npoctopy R™, HagineHomy KaHOHIYHOI CTPYKTYpOto TapcbKoro.

lMpuknag: KoXXHa BnopAaKOBaHa rpyna (X, (+, S)) Ma€E KQaHOHIYHY CTPYKTYpPY
Tapcbkoro:Bxyz & (x <y <z V z<y<x)ixy=ab < |x —y| =|a—bl.

Mpobnema 2: OxapaKTepusyBaTu CTPYKTYpU TapCbKoro,
I30MOPODHI KAHOHIYHMM CTPYKTYPam TapCbKOro Ha BNOPAAKOBAHUX rpynax.




[1lpocTopu TapcbKoro

O3Ha4yeHHsA: NMpocTtopom TapcbKoro Ha3MBaETbCA CTPYKTYPa TapCbKoro
(X, (B, E)), IKa 3a10BOJIbHAE TaKi 7 akciom (nepLuoro nopaaky):

(RE) Vx,y (xy = yx)

(IE) Vx, v,z ((xy =ZzZ) D> X = y)

(TE) Vx,y,u,v,a,b ((xy = ab) A (xy = uv) - (ab = uv))
(1IB) Vx,y (Bxyx - (x = y))

(SC) Vx,y,a,b 3z (Bxyz A (yz = ab))

(PA) Va,p, b, q,c (Bapb A Bbqc — 3x (Bpxc A Baxq))
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(BRYZABXVEAR) = XY A 92 = VEARD = XU A 9D = y¥) > (2D = V).



Xapaktepusauia Zi R

Def: 1na cTpyKTypn TapcbKoro (X, (B, E)) i TOYOK X, YV, Z € X nuwemo Maxy i
Ka)emo, WO y — Hanisaoposi (midpoint) mixk x Ta y, AKwo Bxyz A xy = yz.

Teopema: MpocTip TapcbKkoro (X, (B, E)) i3oMopdHUN Nnpamin R
ToAl | aMwe ToAl, Koau BiH 3a0BOJ/IbHAE 3 aKCIOMMU:

(MP) Vx Vz 3y Mxyz;
(L) 3a, b (a + b AVx (Bxab V Baxb Vv Babx));
(CA)VA,B € X Vo (Va € AVb € BBoab) » (3x Va € AVb € B Baxb).

3ayBaXkeHHsA: [1pocTip TapCbKOro 3a40B0JIbHAE
e akciomu (L) i (CA), Toni i nvwe Toai, Konu BiH isomopdHun Z abo R.

e akciomy (L) Toai i avwe TOoAi, KON BiH i3OMOPPHUIM AEAKIM BNOPAAKOBAHIN rpyni.



XapaKTepusaLlia eBKAI40BOro Npocropy

Teopema (Tarski — Szmielew — Gupta): MpocTip Tapcokoro (X, (B, E))
isomopdHUIM eBKAigosomy npoctopy R™ Bumipy n = 2 toai i avwe Toaj,
KON BiH 3340BONbHAE 4 aKcioMM:

(BA) Vx, vy, z (Bxyz V Bxzy Vv Byxz Vv (EIC (cx =cy = CZ)))

(CA)VA,B S XVo € X (Va€e AVb € BBoab) » (3xVa € AVb € B Baxb)
(D<y) Ax0, X1, o, Xy VX, Y (XgX = XV A AXpX = X)) D X =)

(D) VX, o, X X, Y (X FYAXIX =X YN ANXpX = X)),

Ls Teopema Karke, Wo cTpyKTYpY TapCbKOro nN-BUMipHOro €BKAi40BOro NPOCTOpY
MOHa 0AHO3HAYHO OxapaKTepusysath 11-ma akciomamu, cepeq Akmx 10 akciom
nepLworo NOpAAKY i oAHA aKcioma Apyroro nopaakKy.



AKCioMU NapanenbHocTi bonbal, TapcbKoro Ta iH.

B Teopemi Tarski-Szmielew-Gupta, akciomy napanenbHocTti bonbai
(BA) Vx,vy,z (Bxyz V Bxzy Vv Byxz VvV (Elc (cx =cy = cz)))

MOXHa 3aMIHUTU AeAKUMU IHLWLNMU eKBIBAaIEHTHUMMU aKCIOMaMM,
30Kpema, AKciomoro TapcbKoro:

(TP) Va,b,c,u,v (Bbuc A Bauv — 3p,q (Babp A Bacg A prq))
abo Akciomoto CepeaHboi JliHii:

(ML) Va,b,c,x,vy,z ((Maxb AMbyc A Mazc) - (xy = az)).
3ayBakeHHA: [lna posinbHOro npoctopy Tapcbkoro, (BA)&=(TP)=(ML)

ane (ML) = (BA)<(TP) nnwe 3a HassBHOCTI akciomu Apximeaa, AKa
BUNAMNBAE 3 akciomun HenepepsHoOcCTi (CA).




[lepeBarv i HeAONIKM aKCIOMATUKKN TapCbKOro

[lepeBaru:
* Ma/a KiNbKicTb HEO3HAYYyBaHMX NOHATL (3) i akciom (11).

* NPUAATHICTb A0 aKCIOMaTM3aLIl reomeTpil eKBKIIAOBUX NPOCTOPIB
AOBINbHOIO BUMIPY

* NPUAATHICTb A0 aKCioMaTu3aLlii NEBHUX HEEBKNIAOBUX reOMETPIN
* NPUAATHICTb A0 aKCiOMaTU3aLiN HeapXimeaoBMX reomeTpin
Heponiku:

* HaA/IMLWIKOBITb HEO3HAYyBaHMX NOHATb
(KiNnbKiCTb AKMX MOXHa 3MEHLLUUTU A0 ABOX)

* HENPMAOATHICTb A0 aKCiomaTMU3aUil eNinTUYHNX reoOMeTPIN.




XapakTepu3auis (He)eBKAigOBMX NPOCTOPIB

Teopema: MpocrTip TapceKoro (X, (B, E)) isomopdHui gesakomy eBknigosomy
npocTopy (H, (+, (|))) BUMipY 1 = 2 Hag nonem R Toai i nnLwe Toai, Konu BiH
3300BOJIbHAE 3 aKCiIOMM:

(BA) Vx, vy, z g?xyz V Bxzy VvV Byxz VvV (EIC (cx =cy = CZ)))

(CA)VA,B €S XVo € X (Va€e AVb € BBoab) » (3xVa € AVb € B Baxb)
(Ds,) 3x,vy,z 2 (Bxyz V Bxzy V Byxz).

Teopema: MpocTip TapcbKoro isomopdHUN AeAKOMY €BKNIAOBOMY MPOCTOPY
(H, (+, (|))) BUMiIpY . = 2 Hapg, nidaropoBMm BNOPAAKOBAHMUM NONEM TOA, |
nve Toai, Konu BiH 3a40BONbHAE akciomu (BA) i (Ds»).

Def: Mone F Ha3mBaeTbea nidaroposum, Akwo Vx € F 3y € F (x? + 1 = y?).

Teopema: MNMpocTip TapcbKoro isomopdHUM aeakomy npoctopy JlobaueBCbKOro
TOAi | IMWe ToAi, Konun BiH 3a40BoNbHAE akciomun —(BA) i (CA).




[1aKkyto 3a yBary!
[ani éyae!
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