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Шнуркова геометрія
Насправді евклідову геометрію можна обґрунтувати і викладати, виходячи лише 
з двох неозначуваних понять: «точка» та «шнурок», а усі інші поняття 
(«конґруентність», «лежати між», «відрізок», «пряма», «площина», «кут» тощо), 
строго означувати через поняття шнурка.

Вибір шнурка як первинного геометричного поняття зумовлюється тим, 
що шнурок був першим геометричним інструментом, яким оволоділо людство, 
а вже в древньому Єгипті оволоділо цілком вправно.



Термінологічне запитання на mathoverflow



Математичний шнурок

Означення: Шнурком (англійською rope) на множині X будемо називати 
бінарне відношення ≤ ⊆ 𝑋2 × 𝑋2 між впорядкованими парами точок, що 
задовольняє 3 аксіоми:

(TR) ∀𝑎, 𝑏, 𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑎𝑏 ≤ 𝑢𝑣 ∧ 𝑢𝑣 ≤ 𝑥𝑦 → 𝑎𝑏 ≤ 𝑥𝑦 ,
(ES) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑥𝑦 ≤ 𝑦𝑥 ,
(ZD) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 .

Позначення цих аксіом походить від їхніх повних англійських назв: 

TRansitivity, End-Symmetry, Zero-Distance.

Це означення формалізує можливість використання шнурка для порівняння 
відстаней між точками (без вимірювання їхнього числового значення).

З аксіом (TR)+(ES) випливає рефлексивність шнурка: ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑥𝑦 ≤ 𝑦𝑥 ≤ 𝑥𝑦.



Деякі властивості шнурків

Означення: Шнурок ≤ на множині 𝑋 називають

• лінійним, якщо ∀𝑎, 𝑏, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑎𝑏 ≤ 𝑥𝑦 ∨ 𝑥𝑦 ≤ 𝑎𝑏

• знакозмінним, якщо ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝑥𝑦 ≤ 𝑧𝑧 ∨ 𝑧𝑧 ≤ 𝑥𝑦

• невід’ємним, якщо ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝑧𝑧 ≤ 𝑥𝑦

• додатнім, якщо він невід’ємний і ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝑥𝑦 ≤ 𝑧𝑧 → 𝑥 = 𝑦 .



Приклади додатних лінійних шнурків

Приклад 1: Кожен метричний простір (𝑋, 𝑑) має канонічний додатній 

лінійний шнурок ≤, означений формулою 𝑥𝑦 ≤ 𝑎𝑏 ⇔ 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑑 𝑎, 𝑏 .

Приклад 2: Кожна впорядкована група (𝐺, +,≤) має канонічний додатній 

лінійний шнурок ≤, означений формулою 𝑥𝑦 ≤ 𝑎𝑏 ⇔ |𝑥 − 𝑦| ≤ |𝑎 − 𝑏|.

Приклад 3: Геометричний простір, що нас оточує має природний лінійний 

додатній шнурок, проте не має канонічної метрики. 



Канонічний лінійний шнурок на псевдо-Евклідовому просторі    

Нагадаємо, що квадратичною формою на лінійному просторі 𝑋 над полем 𝐹
називається функція 𝑞: 𝑋 → 𝐹 виду 𝑞 𝑥 = 𝑥 𝑥 , де | : 𝑋 × 𝑋 → 𝐹 − деяка 
симетрична білінійна форма на 𝑋.

Приклад: Кожна квадратична форма 𝑞: 𝑋 → 𝐹 на лінійному просторі 𝑋 над впорядкованим 

полем 𝐹, +,⋅, ≤𝐹 породжує канонічний лінійний шнурок ≤ на 𝑋, що означується формулою:

𝑥𝑦 ≤ 𝑎𝑏 ⇔ 𝑞 𝑥 − 𝑦 ≤𝐹 𝑞(𝑎 − 𝑏).

Зокрема, для довільних натуральних чисел 𝑝, 𝑛 псевдо-Евклідовий простір 𝐑𝑝,𝑛 має має
канонічний лінійний шнурок ≤, що означується формулою 

𝑥𝑦 ≤ 𝑎𝑏 ⇔ ෍

𝑖∈𝑝

𝑥𝑖 − 𝑦𝑖
2 −෍

𝑗∈𝑛

𝑥𝑝+𝑗 − 𝑦𝑝+𝑗
2
≤𝐑 ෍

𝑖∈𝑝

𝑎𝑖 − 𝑏𝑖
2 −෍

𝑗∈𝑛

𝑎𝑝+𝑗 − 𝑏𝑝+𝑗
2
.

Цей шнурок є додатним тоді і лише тоді, коли 𝑛 = 0, тобто коли псевдо-Евкілідовий
простір є Евклідовим, і тоді цей шнурок породжується Евклідовою метрикою.



Ще один канонічний шнурок на псевдо-Евклідовому просторі   

Приклад: Кожна квадратична форма 𝑞: 𝑋 → 𝐹 на лінійному просторі 𝑋 над 

впорядкованим полем 𝐹, +,⋅, ≤𝐹 породжує невід’ємний шнурок ≤ на 

𝑋, що означується формулою:

𝑥𝑦 ≤ 𝑎𝑏 ⇔ 𝑞 𝑥 − 𝑦 ≤𝐹 𝑞 𝑎 − 𝑏 ∧ 0 ≤𝐹 𝑞 𝑥 − 𝑦 ⋅ 𝑞 𝑎 − 𝑏 .

Зокрема, такий невід’ємний шнурок має довільний псевдо-Евклідовий простір 𝐑𝑝,𝑛.

Цей шнурок на 𝐑𝑝,𝑛 є 

• лінійним тоді і лише тоді, коли 𝑝 ⋅ 𝑛 = 0;

• додатним тоді і лише тоді, коли 𝑛 = 0, тобто коли псевдо-Евклідовий простір 𝐑𝑝,𝑛 є 
Евклідовим, і тоді цей шнурок породжується Евклідовою метрикою.



Шнуркові структури та їхні ізоморфізми
Означення: Шнурковою структурою називається математична структура 𝑋,≤ ,
яка складається з множини X та шнурка ≤ на X.

Означення: Дві шнуркові структури (𝑋,≤𝑋) і (𝑌, ≤𝑌) називаються ізоморфними, якщо 
існує така бієкція 𝐹:𝑋 → 𝑌, що ∀𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 𝑥𝑦 ≤𝑋 𝑢𝑣 ↔ 𝐹 𝑥 𝐹 𝑦 ≤𝑌 𝐹 𝑢 𝐹(𝑣).

Проблема (відкрита): Охарактеризувати шнуркові структури, ізоморфні 
псевдо-Евклідовим просторам 𝐑𝑝,𝑞, зокрема псевдо-Евклідовому часопростору
Мінковського 𝐑1,3.

Проблема (розв’язана): Охарактеризувати шнуркові структури, 
ізоморфні евклідовим просторам 𝐑𝑛.

Ми дамо відповідь на цю проблему, на основі модифікованої аксіоматики Тарського.

Спершу означимо деякі звичні нам геометричні поняття через структуру шнурка.



Конгруентність в шнуркових структурах

Означення: Для шнуркової структури 𝑋,≤ відношення 
конгруентності ≡⊆ 𝑋2 × 𝑋2 означується формулою

𝑥𝑦 ≡ 𝑢𝑣 ⇔ (𝑥𝑦 ≤ 𝑢𝑣 ∧ 𝑢𝑣 ≤ 𝑥𝑦).

Зауваження: З рефлексивності та транзитивності шнурка випливає, що 
відношення конгруентності є відношенням еквівалентності на 𝑋2.

Означення: Для шнуркової структури 𝑋,≤ бієктивне відображення 

𝐹: 𝑋 → 𝑋 називається ізометрією, якщо ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑥𝑦 ≡ 𝐹 𝑥 𝐹 𝑦 .



Сфери та кулі в шнуркових структурах

Означення:

Для точок 𝑐, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 шнуркової структури 𝑋,≤ , множина

𝑐 ≡ 𝑢𝑣 ∶= {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑐𝑥 ≡ 𝑢𝑣}

називаються сферою радіуса 𝑢𝑣 навколо точки 𝑐.

Кулею радіуса 𝑢𝑣 навколо точки 𝑐 називається множина

𝑐 ≤ 𝑢𝑣 ∶= {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑐𝑐 ≤ 𝑐𝑥 ≤ 𝑢𝑣 ∨ (𝑢𝑣 ≤ 𝑐𝑥 ≤ 𝑐𝑐)}.



Афінні та опуклі оболонки в шнурковій структурі

Означення: Для підмножини 𝐴 ⊆ 𝑋 шнуркової структури 𝑋,≤ , множини 

𝐴 ≤ ≔ {𝑥 ∈ 𝑋: {𝑥} = 𝑎∈𝐴ځ 𝑎 ≤ 𝑎𝑥 }, 

𝐴 ≡ ≔ {𝑥 ∈ 𝑋: {𝑥} = 𝑎∈𝐴ځ 𝑎 ≡ 𝑎𝑥 }

називаються опуклою та афінною оболонкою множини 𝐴, відповідно.

Означення: Для шнуркової структури 𝑋,≤ кардинал

GPS 𝑋,≤ = min 𝐴 : 𝐴 ⊆ 𝑋 = 𝐴 ≡

називається GPS-складністю шнуркової структури 𝑋,≤ .

Приклад: GPS 𝐑𝑛 = 𝑛 + 1 для кожного 𝑛 ∈ 𝐍.



GPS



Прямі та відрізки в шнурковій структурі

Означення: Для різних точок 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 шнуркової структури 𝑋,≤ афінна оболонка

𝑢𝑣 ≡ ∶= {𝑥 ∈ 𝑋: {𝑥} = 𝑢 ≡ 𝑢𝑥 ∩ 𝑣 ≡ 𝑣𝑥}

дублетону 𝑢, 𝑣 зветься прямою, що проходить через точки 𝑢, 𝑣.

Означення: Для точок 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 шнуркової структури 𝑋,≤ опукла оболонка

𝑢𝑣 ≤ ∶= {𝑥 ∈ 𝑋: {𝑥} = 𝑢 ≤ 𝑢𝑥 ∩ 𝑣 ≤ 𝑣𝑥}}

дублетону 𝑢, 𝑣 зветься відрізком з кінцями 𝑢, 𝑣.

Означення: Для трьох точок 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 шнуркової структури 𝑋,≤ пишемо 𝐁𝑥𝑦𝑧 і 

кажемо, що 𝑦 лежить між точками 𝑥 та 𝑧, якщо 𝑦 ∈ 𝑥𝑧 ≤.

Означення: Для трьох точок 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 шнуркової структури 𝑋,≤ пишемо 𝐌𝑥𝑦𝑧 і 

кажемо, що 𝑦 − середина відрізка 𝑥 та 𝑧, якщо 𝑦 ∈ 𝑥𝑧 ≤ і  𝑥𝑦 ≡ 𝑦𝑧 .



Шнуркові простори Тарського

Означення: Шнуркова структура (𝑋,≤) називається шнурковим простором 
Тарського, якщо шнурок ≤ додатний, тобто

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 (𝑥 = 𝑦) ↔ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 𝑥𝑦 ≤ 𝑎𝑏

і виконуються наступні три аксіоми:

(SC) ∀𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 ∃𝑧 ∈ 𝑋 𝐁𝑥𝑦𝑧 ∧ 𝑦𝑧 ≡ 𝑎𝑏 ;

(PA) ∀𝑎, 𝑝, 𝑏, 𝑞, 𝑐 ∈ 𝑋 𝐁𝑎𝑝𝑏 ∧ 𝐁𝑏𝑞𝑐 → ∃𝑥 ∈ 𝑋 𝐁𝑝𝑥𝑐 ∧ 𝐁𝑎𝑥𝑞 ;

(FS) ∀ො𝑥, ො𝑦, Ƹ𝑧, ො𝑣, 𝑥ු, 𝑦ු, Ƽ𝑧, 𝑣ු ∈ 𝑋
(ො𝑥 ≠ ො𝑦 ∧ 𝐁ො𝑥 ො𝑦 Ƹ𝑧 ∧ 𝐁𝑥ු𝑦ු Ƽ𝑧 ∧ ො𝑥 ො𝑦 ≡ 𝑥ු𝑦ු ∧ ො𝑦 Ƹ𝑧 ≡ 𝑦ු Ƽ𝑧 ∧ ො𝑥 ො𝑣 ≡ 𝑥ු𝑣ු ∧ ො𝑦 ො𝑣 ≡ 𝑦ු𝑣ු) → ( Ƹ𝑧 ො𝑣 ≡ Ƽ𝑧𝑣ු).



Характеризація R, Z і впорядкованих груп

Теорема: Шнуркова структура 𝑋,≤ ізоморфна шнурковій структурі 
прямої R тоді і лише тоді, коли 𝑋,≤ є шнурковий простором Тарського, 
що задовольняє 3 аксіоми:

(MP) ∀𝑥, 𝑧 ∈ 𝑋 ∃𝑦 ∈ 𝑋 𝐌𝑥𝑦𝑧;

(L) ∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 𝑎 ≠ 𝑏 ∧ ∀𝑥 ∈ 𝑋 𝐵𝑥𝑎𝑏 ∨ 𝐵𝑎𝑥𝑏 ∨ 𝐵𝑎𝑏𝑥 ;

(CA) ∀𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 ∀𝑜 ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 𝐁𝑜𝑎𝑏 → ∃𝑥 ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 𝐁𝑎𝑥𝑏 .

Зауваження: Шнурковий простір Тарського задовольняє

• аксіоми (L) i (CA), тоді і лише тоді, коли він ізоморфний Z або R.

• аксіому (L) тоді і лише тоді, коли він ізоморфний шнурковій структурі 
деякої нетривіальної впорядкованої групи.



Характеризація евклідового простору

Теорема (Tarski – Szmielew – Gupta – B.): Шнуркова структура (𝑋, ≤)
ізоморфна шнурковій структурі евклідовому простору 𝐑𝑛 виміру 𝑛 ≥ 2 тоді 
і лише тоді, 𝑋,≤ є шнурковим простором Тарського, що задовольняє 3 
аксіоми:

(BA) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝐁𝑥𝑦𝑧 ∨ 𝐁𝑥𝑧𝑦 ∨ 𝐁𝑦𝑥𝑧 ∨ ∃𝑐 𝑐𝑥 ≡ 𝑐𝑦 ≡ 𝑐𝑧

(CA) ∀𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 ∀𝑜 ∈ 𝑋 ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 𝐁𝑜𝑎𝑏 → ∃𝑥 ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 𝐁𝑎𝑥𝑏

(Dn) GPS X,≤ = 𝑛 + 1.

Ця теорема каже, що шнуркову структуру n-вимірного евклідового простору 
можна однозначно охарактеризувати 9-ма аксіомами, серед яких 8 аксіом 
першого порядку і одна аксіома другого порядку.



Аксіоми паралельності Больяї, Тарського та ін.

У попередній теоремі аксіому паралельності Больяї

(BA) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐁𝑥𝑦𝑧 ∨ 𝐁𝑥𝑧𝑦 ∨ 𝐁𝑦𝑥𝑧 ∨ ∃𝑐 𝑐𝑥 ≡ 𝑐𝑦 ≡ 𝑐𝑧

можна замінити деякими іншими еквівалентними аксіомами, 
зокрема, Аксіомою Тарського:

(TP) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑢, 𝑣 𝐁𝑏𝑢𝑐 ∧ 𝐁𝑎𝑢𝑣 → ∃𝑝, 𝑞 𝐁𝑎𝑏𝑝 ∧ 𝐁𝑎𝑐𝑞 ∧ 𝐁𝑝𝑣𝑞

або Аксіомою Середньої Лінії:

(ML) ∀𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐌𝑎𝑥𝑏 ∧ 𝐌𝑏𝑦𝑐 ∧ 𝐌𝑎𝑧𝑐 → 𝑥𝑦 ≡ 𝑎𝑧 .

Зауваження: Для довільного простору Тарського, (BA)⇔(TP)⇒(ML)   
але (ML) ⇒ (BA)⇔(TP) лише за наявності аксіоми Архімеда, яка 
випливає з аксіоми неперервності (CA).



Характеризація (не)евклідових просторів
Теорема: Шнурковий простір Тарського 𝑋 ізоморфний простору Z або 
дійсному евклідовому простору тоді і лише тоді, коли 𝑋 задовольняє 2 
аксіоми:
(BA) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 𝐁𝑥𝑦𝑧 ∨ 𝐁𝑥𝑧𝑦 ∨ 𝐁𝑦𝑥𝑧 ∨ ∃𝑐 𝑐𝑥 ≡ 𝑐𝑦 ≡ 𝑐𝑧
(CA) ∀𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 ∀𝑜 ∈ 𝑋 ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 𝐁𝑜𝑎𝑏 → ∃𝑥 ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 𝐁𝑎𝑥𝑏 .

Теорема: Шнурковий простір Тарського 𝑋 ізоморфний впорядкованій групі 
або евклідовому простору над піфагоровим впорядкованим полем тоді і 
лише тоді, коли він задовольняє аксіому паралельності (BA).

Def: Поле 𝐹 називається піфагоровим, якщо ∀𝑥 ∈ 𝐹 ∃𝑦 ∈ 𝐹 (𝑥2 + 1 = 𝑦2).

Теорема: Шнурковий простір Тарського ізоморфний деякому простору 
Лобачевського тоді і лише тоді, коли він задовольняє аксіоми ¬(BA) і (CA).



Дидактичний Висновок
Евклідову геометрію 𝑛-вимірного евклідового простору можна викладати як 

геометрію шнуркової структури 𝑋,≤ , яка задовольняє 9 аксіом:

(TR) ∀𝑎, 𝑏, 𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑎𝑏 ≤ 𝑢𝑣 ∧ 𝑢𝑣 ≤ 𝑥𝑦 → 𝑎𝑏 ≤ 𝑥𝑦 ,

(ES) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 𝑥𝑦 ≤ 𝑦𝑥 ,

(PD) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 (𝑥 = 𝑦) ↔ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 𝑥𝑦 ≤ 𝑎𝑏

(SC) ∀𝑥, 𝑦, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 ∃𝑧 ∈ 𝑋 𝐁𝑥𝑦𝑧 ∧ 𝑦𝑧 ≡ 𝑎𝑏

(PA) ∀𝑎, 𝑝, 𝑏, 𝑞, 𝑐 ∈ 𝑋 𝐁𝑎𝑝𝑏 ∧ 𝐁𝑏𝑞𝑐 → ∃𝑥 ∈ 𝑋 𝐁𝑝𝑥𝑐 ∧ 𝐁𝑎𝑥𝑞

(FS) ∀ො𝑥, ො𝑦, Ƹ𝑧, ො𝑣, 𝑥ු, 𝑦ු, Ƽ𝑧, 𝑣ු ∈ 𝑋

( Ƹ𝑥 ≠ Ƹ𝑦 ∧𝐁ො𝑥 ො𝑦 Ƹ𝑧 ∧ 𝐁𝑥ු𝑦ු Ƽ𝑧 ∧ ො𝑥 ො𝑦 ≡ 𝑥ු𝑦ු ∧ ො𝑦 Ƹ𝑧 ≡ 𝑦ු Ƽ𝑧 ∧ ො𝑥 ො𝑣 ≡ 𝑥ු𝑣ු ∧ ො𝑦 ො𝑣 ≡ 𝑦ු𝑣ු) → ( Ƹ𝑧 ො𝑣 ≡ Ƽ𝑧𝑣ු)

(BA) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝐁𝑥𝑦𝑧 ∨ 𝐁𝑥𝑧𝑦 ∨ 𝐁𝑦𝑥𝑧 ∨ ∃𝑐 ∈ 𝑋 𝑐𝑥 ≡ 𝑐𝑦 ≡ 𝑐𝑧

(CA) ∀𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 ∀𝑜 ∈ 𝑋 ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 𝐁𝑜𝑎𝑏 → ∃𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∀𝑏 ∈ 𝐵 𝐁𝑎𝑥𝑏

(Dn) GPS X,≤ = 𝑛 + 1.

Аксіоми (TR)--(FS) описують нейтральну геометрію довільного виміру.



Дякую за увагу!

The End!



Лекції відбуваються під егідою 
Львівського Математичного Товариства.

Будемо вдячні за підтримку.


